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ABSTRACT 

A new proof and extension of the Slepian-Gordon inequality is given. 

THI~ORI~ME. 

tels que 

(1) 

Soit X = (Xi) et Y = (Y~) (j = 1 , 2 , . . . , N )  deux vecteurs gaussiens, 

E(XjXk)<=E(YjYk) si ( j , k ) E A ,  

E(X, Xk)>=E(Y~Yk) si ( j , k ) E B ,  

E(XjXk)=E(Y~Yk)  si ( j ,k)~_A t_)B. 

Soit f ( x )=  f(x,,x2 . . . . .  x.) une fonction rielle d@nie sur R", dont les ddrivges 
secondes (au sens des distributions) satisfont 

(2) 

Djff>=O si ( j , k ) E A ,  

Djff<=O si ( j , k ) E B .  

Alors 

(3) E[(X) <-_ 17,[(Y). 

DI~MONSTRATION. C o m m e  ~ l 'ordinaire,  on suppose X_L Y e t  on pose X(t)  = 

tX + ~/-tY et q~(t) = Ef(X(t)).  On a 

(4) ¢'(t) = ~] E((Dj[)(X(t))X;(t)). 
i 
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Fixons t et j, et montrons  que l 'esp6rance 6crite au second membre  est _> 0. On a 

E (Xk (t)X',(t)) = '~_E( Yk Y, - XkXi ). 

On peut  donc 6crire, d 'aprbs les hypothbses (1), 

Xk(t)=c~kXj(t)+ Wk, Wk ±X',(t) 

avec ak_->0 si ( j , k ) E A ,  ak<_-O si ( I ' , k )EB,  o~k=0 si ( j , k ) ~ A U B .  

Consid6rons E((Dif)(X(t))X'~(t)) comme fonction des ak (correspondant  

( j , k ) E A  U B). D'apr~s (2), c 'est  une fonction croissante des ak tels que 

(j, k)  @ A, et d6croissante des ak tels que (j, k)  @ B. Or  cette fonction est nulle si 

t o u s l e s  ak sont nuls, puisque 

E (Dr)(W)X' i ( t ) )  = E ((Dr)(  W))E (X',(t)) = O. 

Donc  la somme de la s6rie (4) est positive (au sens large), d'o~] ~p(0) =< q~(1) ce qui 

d6mont re  le th4orhme.  

Cas particuliers. Le " l emme  de Slepian" correspond ~ A = { ( j , k ) l j ~  k}, 

B = Q, f = 1c;, o6 G est un produi t  de demi-droi tes  ] - ~ , A j [ .  Le th6or6me 1.1 

de Y. G o r d o n  dans [1], qui g4n6ralise le lemme de Slepian, cor respond h une 

part i t ion de {1,2 . . . . .  N} en classes I ;  en d6signant par l ( j )  la classe contenant  j, 

on choisit 

A = { ( j , k ) t I ( j ) ~ I ( k ) }  et B = { ( j , k ) l I ( j ) = I ( k ) , j J k }  

et f =  1~, o~t G = f'q,[,-Ji~,(xj > ,~i). 

La preuve  s 'adapte  pour  obtenir  d 'autres  in6galit6s. En voici une qui est 

essentielle dans l '6tude des processus log-normaux [2]. 

THEORt~ME. Soit (X,),~T et (Y,),ET deux processus gaussiens centrds indexds 

par T, cr( dt ) une mesure positive bornde sur T, fune  fonction croissante convexe sur 

R +. On pose 
~EX,) et = P, = exp(X, -~  2 Q, exp(Y, - ~EY,).~ 2 

Si EX, X, <= EY,  Y~ quels que soient t et s, on a 
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